
Ñðåäíÿÿ øêîëà � 54, 9Ã êëàññ Êëþ÷åâûå çàäà÷è ê êîëëîêâèóìó ïî ãåîìåòðèè
1. Äîêàæèòå (íå èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà), ÷òî âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà áîëüøå
ëþáîãî âíóòðåííåãî óãëà, íå ñìåæíîãî ñ íèì.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû â òðåóãîëüíèêå ëåæèò áîëüøèé æå óãîë. Äîêàæèòå îáðàòíóþ òåîðåìó.
3. Äîêàæèòå òðè íåðàâåíñòâà (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà): a + b > c, a + c > b, b + c > a. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå
êîðîòêèå ôîðìóëèðîâêè ýòîãî íåðàâåíñòâà: à) a + b > c > |a− b|; á) åñëè c � íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà, òî a + b > c.
4. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå (ñì. ðèñ. 1): à) a2 = cx, b2 = yc; á) h2 = xy; â) c2 =
a2 + b2 (òåîðåìó Ïèôàãîðà).
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5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BD. Äîêàæèòå, ÷òî AB : BC = AD : DC.
6. Äîêàæèòå ôîðìóëû äëÿ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ õîðäàìè â îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 2): à) x = α

2 ; á) x = α+β
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7. Äîêàæèòå ôîðìóëû äëÿ óãëîâ ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé, à òàêæå äëÿ óãëîâ ñ âåðøèíîé âíå îêðóæíîñòè
(ñì. ðèñ. 3): à) x = α

2 ; á) x = α−β
2 ; â) x = α−β

2 ; ã) x = α−β
2 = α− 180◦.
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8. Äîêàæèòå, ÷òî 4PAC ∼ 4PDB (ðèñ. 4). Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî PA · PB = PC · PD.
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9. Äîêàæèòå, ÷òî 4ABC ∼ 4ACD (ðèñ. 5). Äîêàæèòå, ÷òî AC2 = AD ·AB.
10. Äîêàæèòå, ÷òî 4SCB ∼ 4SAD (ðèñ. 6). Äîêàæèòå, ÷òî CS · SD = BS · SA.
11. Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê AB âèäåí ïîä äàííûì óãëîì α
åñòü äâå äóãè äâóõ îêðóæíîñòåé. Â êàêîì ñëó÷àå ýòè äóãè íà ñàìîì äåëå îáðàçóþò îäíó îêðóæíîñòü?
12. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ îðòîöåíòðó (òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò) îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà, ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà.
13. Â òðåóãîëüíèêå ABC c 6 BAC = α ïðîâåäåíû âûñîòû BB1 è CC1, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå H. Äîêàæèòå,
÷òî AH = BC · | ctg α|.
14. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ 6 BAC = α ïðîâåäåíû âûñîòû BB1 è CC1. Äîêàæèòå, ÷òî 4AB1C1 ∼ ACB ñ
êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ | cos α|.
15. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1, BB1 è CC1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ñîäåðæàò
áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà A1B1C1.
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16. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè ëèáî ðàâíû, ëèáî äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî
180◦. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ óãëîâ ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.
17. (ñðàâíèòå ñ çàäà÷åé 5) Â 4ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà CD âíåøíåãî óãëà ECB (ðèñ. 7). Äîêàæèòå, ÷òî
AD : DB = AC : CB. Â êàêîì ñëó÷àå CD ‖ AB?
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18. Íàéäèòå êîñèíóñû, ñèíóñû, òàíãåíñû è êîòàíãåíñû óãëîâ â 45◦, 30◦, 60◦, 120◦, 150◦, 90◦, 0◦, 180◦.
19. Íàéäèòå cos 72◦ è sin 18◦.
20. Äîêàæèòå òåîðåìó êîñèíóñîâ: c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.
21. Äîêàæèòå òåîðåìó ñèíóñîâ:

a

sinα
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22. Äîêàæèòå òåîðåìó Ïòîëåìåÿ äëÿ âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD: AB · CD + BC ·AD = AC ·BD.
23. Äîêàæèòå òåîðåìó, îáðàòíóþ òåîðåìå Ïòîëåìåÿ.
24. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïòîëåìåÿ äîêàæèòå ôîðìóëû:

à) sin(α + β) = sin α cos β + cos α sinβ;
á) sin(α− β) = sin α cos β − cos α sinβ.

25. Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà [Ïîãîðåëîâ, � 5, ï. 3].
26. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê [Ïîãîðåëîâ, � 5, ï. 4].

Âàæíûå çàìå÷àíèÿ
1) Ïðî÷èòàòü âåñü � 5 ó÷åáíèêà Ïîãîðåëîâà. Çíàòü îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê. Óìåòü âûïîë-

íÿòü ïðîñòåéøèå ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé.
2) Çíàòü ôîðìóëèðîâêè (áåç äîêàçàòåëüñòâà) òð¼õ ïðèçíàêîâ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ è òð¼õ ïðèçíàêîâ

ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ.
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